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Abstrakt

Ptispévek je vynatkem z bakaldiské prace, ktera se zabyva problematikou slovnich uloh
feSenych pomoci obycejnych diferencidlnich rovnic. V pfispévku strucné charakterizuji specifika
slovnich uloh vedoucich na obycejné diferencidlni rovnice a metodiku jejich feSeni. V druhé ¢asti
pak prezentuji jednu konkrétni ulohu z teorie uceni, kdy mnozstvi nau¢enych informaci a
mnozstvi zapomenutych informaci chapeme jako spojité se meénici veliiny a ulohu feSim
limitnim pfechodem.
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Uvod

Aplikace obycejnych diferencidlnich rovnic se daji nalézt t¢émét vSude kolem nés — at’ uz to
jsou aplikace ve fyzice (mechanické pohyby, kmitani, ochlazovani télesa, radioaktivni rozpad), v
chemii (michani roztokd, difize a chemicka kinetika), v biologii a ekologii (rozmnozovani
bakterii, vyvoj populace jistého zivoc¢isného druhu v ekologickém systému jistého teritoria), v
medicing (odbouravani latky z krve, vypocet davkovani inzulinu) nebo ve spolecenskych védach,
jako je ekonomie (model rovnovahy na trhu mezi nabidkou a poptavkou, konkurence), nebo
v psychologii (poznatky z teorie ucenti).

Slovni ulohy popisuji skute¢nosti motivované kaZdodenni zkuSenosti pfirodnimi nebo
spolecenskymi zakony a realnymi problémy, ptfi¢emz ¢im lépe a komplexnéji Gloha vystihuje
soucasti vétsSinou neni samotna diferencialni rovnice. Pii vytvareni zadani slovnich tloh a jejich
formulovani musi byt dodrZzena jednoznacnost v tom smyslu, aby ¢tenaf nemohl interpretovat
ulohu vice zplisoby. Zaroven by vSak striktni a matematicky precizni vyjadfovani nemélo mit
vliv na srozumitelnost ulohy, je tedy nezbytné nalézt sprdvnou miru mezi presnosti a
srozumitelnosti formulace tlohy. Ukolem fesitele je pak na zakladé svych znalosti odvodit ze
zadani diferencialni rovnici popisujici tento problém, tu vyfesit a nasledn¢ interpretovat obdrzeny
vysledek.

Pii feSeni slovnich uloh je dobré vytvofit si urcity postup, jednotnou metodiku a tu se snazit
dodrzovat. Nejdulezitéjsi je dukladné si procist text ulohy a dobie pochopit jeji smysl. Déle je
vhodné zhotovit si zjednoduSeny zapis, piipadné nacértek, a pokud je to mozné, pokusit se
vytvorit jistou analogii s uréitou ulohou feSenou jiz dfive. Na zaklad¢ rozboru ulohy stanovime
zavisle a nezavisle proménnou a vztahy, které¢ ovlivituji zavislost mezi nimi. Tyto vztahy se
uruji na zakladé platnych principt, zndmych zékoni, vysledovanych zakonitosti, ptipadné
empirickych vztahi pfimo souvisejicich s danym problémem, pfi¢emz nékteré faktory se snazime
zjednodusit vhodnou idealizaci podminek a abstrakci sledovanych objekti. Z vySe uvedené
charakteristiky téchto slovnich uloh je patrné, ze feSitel ma urcité piirodoveédné, fyzikalni,
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technické nebo spolecensko-védni znalosti z oblasti, ve které dana tuloha vznikla. Z téchto
poznatkii se pak sestavi samotna diferencialni rovnice.™!

Soucasti feSeni by méla byt také diskuse vzhledem k pocatecnim podminkdm a parametrim
ulohy, kdy z mnoziny vSech feSeni reprezentujicich obecny prubéh déje (celé t¥idy d&n),
obdrzime partikularni feSeni popisujici konkrétni déj. Dilezita je také samotnd interpretace
feSeni, tzn. uvédoméni si, ze nckterd obdrzend feSeni jsou sice matematicky spravna, ale ve
skutecnosti se na zaklad¢ jistych omezeni nemohou realizovat.

Z definice derivace funkce v bod¢, ktera ma vyznam rychlosti zmény funkénich hodnot na
infinitezimalnim okoli tohoto bodu, se dale vychazi pii sestavovani diferencialnich rovnic
pomoci limitniho pfechodu. Obyc¢ejnou diferencialni rovnici rozumime relaci na urcitém oboru
svazujici nezavisle proménnou, neznamou funkci a jeji derivace. V aplikacich se nejCastéji
vyskytuji slovni tlohy vedouci na ODR 1. a 2. fadu. Nalézt feSeni diferencialni rovnice znamena
nalézt takovou funkci, u které existuji vSechny v rovnici se vyskytujici derivace a ktera vyhovuje
dané rovnici identicky, tzn. ve vSech bodech defini¢niho oboru.

Nyni prezentujeme feSeni jedné vybrané ulohy z teorie uceni, jejiz zadani je inspirované
knihou Dennise G. Zilla B! Predpokladame, ze uvazované procesy uceni a zapominani jsou
plynulé a spojité se ménici s casem, a ulohu fesime limitnim pfechodem.

Zadani tlohy:

V teorii uéeni bylo zjisténo, ze rychlost, s jakou se ¢loveék dokaze naudit uréité mnozstvi latky, je
pfimo imérnd mnozstvi latky, které jesté zbyva k nau€eni. Necht M je celkové mnozstvi latky
k zapamatovani a A(t) mnozstvi latky zapamatované v Case t. Naleznéte a vyfeste diferencialni
rovnici pro A. Nasledn¢ vezméte v ivahu faktor zapominani, ktery je pfimo imérny relativnimu
mnozstvi nau¢enych informaci v ¢ase t a rychlosti u€eni (Casové zméné naucenych informaci).
Naleznéte asovou zavislost pro mnoZstvi zapamatovanych informaci.

Urcita osoba se za 1 hodinu naucila 2/5 veskerého textu. U zminéné osoby se dale ukazalo, ze
z 2/5 veskerého mnozstvi se 12% nevsttebalo do paméti (bylo zapomenuto).

Reseni:

celkové mnozstvi latky M

mnozstvi zapamatované v ¢ase t A(t)

mnozstvi zapamatované v Case t+dt A(t) + k(M - A(t))dt
mnozstvi zapamatované v Case t Z(t) = A(t) — z(t)
funkce faktoru zapominani z(t) =1 -% -A'(t)

k, | — konstanty imérnosti, k, le R*-{0}

mnozstvi naucené v ¢ase t=1h A1) = %M
zapomenuto v ¢aset=1h z(1) = 11720 . EM = %S

Sestaveni diferencidlni rovnice pro A:
A(t +dt) — A() = A®) + k(M — A(t))dt — A(t)
A(t +dt) — A(t
( dz © = k(M —A(t))




A(t +dt) — A(t)
dts0 dt = k(M - A®)
A =k(M—-A®)
Vzniklou linearni nehomogenni diferencidlni rovnici prvniho fadu feSime metodou separace
proménnych a obdrzime toto obecné feSeni daného problému:
A(t) =M — Ke™"¢,

kde K je integra¢ni konstanta.
Za predpokladu, ze latka, kterou se ma ¢loveék naudit, je pro néj zcela nova, tedy v ¢ase t = 0 Si
¢lovék nepamatuje nic, A(0) = 0, vy¢islime integra¢ni konstantu K a obdrzime toto partikularni
feSeni:
A(t) = M(1 —e7 k)

Resenim je &ast rostouci exponencialy zadinajici v podatku soufadné soustavy. Tato exponenciala
se asymptoticky ptiblizuje konstanté M (veskeré mnozstvi informaci).

M-lim(l—-e*) =M

t—>o0

Sestaveni funkce pro z:
A
z(t) = 17‘4 (t)
2(t) = kI(1 — e K)(M — M(1 - e™*%)) = kIMe ™ (1 — e~*)
Sestaveni funkce Z:
) Z(t) = A(t) —z(t) = M(1 — e *) (1 — kle™*t)
Reseni funkce Z se zapoc¢itanim danych parametri:

Z podminky A(1) = %M Ize vy¢islit konstantu umérnosti k = In g

A tedy
5\t
A() = M (1 _ (§> )
Po dosazeni za A(t) a A'(t) do funkce zapominani obdrzime:
5\ (5\ " 5\ 5\ (5\ " 5\
20 =1(m3)(3) (1 -(3) )— i (1n3) (3) (1‘(§> )

-1
Po dosazeni z(1) = %M vyjadiime konstantu [ = (5 “In g) .
Funkci z(t) tedy mtzeme upravit do tohoto tvaru:

M 5\" 5\
0-56) (-6
20 =73 (3) < 3 )
Nyni 1ze dosadit do funkce vyjadiujici mnozstvi skute¢né zapamatované latky v Case t:

ZO) =M1 -e" DA ~kle™™) =M (1 - (g)t> <1 _%G)t)

Resenim je tedy opét Gast rostouci exponencialy zaGinajici v poatku soustavy soufadnic, opét
asymptoticky piiblizuje k celkovému mnozstvi M.

im0 )2 )-



Obr.1: Funkce A(t) (carkovana funkce) roste o néco rychleji nez funkce Z(t), ve které
zapocitavame navic faktor zapominani.

Vysledky a zavér

Bakalarska prace si kladla za cil sestavit sbirku motivacnich slovnich uloh, které¢ maji byt
ukdzkou pouziti obycejnych diferencidlnich rovnic v rozmanitych souvislostech. V tomto
prispévku jsem stru¢né charakterizovala tyto slovni ulohy a nastinila metodiku pfi jejich feSeni.
Ve druhé ¢asti ptispévku jsem pak prezentovala feSeni jedné vybrané ulohy z teorie ueni.

Obycejné diferencidlni rovnice se mohou vyskytovat v Sirokém spektru konkrétnich
aplikaci, nejen v piirodnich védach, ale i ve spolecenskych védach, jako naptiklad v psychologii
uceni.
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Abstract

The contrubution is an extract of my bachelor thesis which is devoted to miscelaneous problems
formulated only verbally and solved by means of ordinary differential equations. First we briefly
characterize specifics of these problems and solving methods. In the second part we present one concrete
problem from the theory of learning. The amount of learned information, the amount of forgotten
information and the amount of memorised information we consider as quantites continously depending on
time. The problem is solved by the method of limit transition.
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