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Abstakt

Hahn-Banachova véta se obvykle vyslovuje v rdmci vektorového prostoru nad télesem reél-
nych c¢isel. Na protiptikladu ukdzeme, Ze v rdmci vektorového prostoru nad netplnym téle-
sem (napiiklad télesem racionélnich ¢isel) tvrzeni Hahn-Banachovy véty obecné nemusi platit.
Nagim cilem je vSak ukazat, ze pokud sublinearni zobrazeni vystupujici v Hahn-Banachové vété
je specidlniho tvaru, potom jeji tvrzeni lze dokazat i v mnohem obecnéjsim ramci dvou vek-
torovych prostori, z nichz jeden je linearné usporadany, nad libovolnym linearné usporadanym
télesem.
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Uvod

Nejprve vyslovime klasické znéni Hahn-Banachovy véty (jeji algebraickou verzi, viz [1,
véta 2.16]), které uvedeme bez diikazu. Pfipomerime, ze kdyz W je redlny vektorovy pros-
tor, potom funkcional p: W — R se nazyva sublinedrni pravé tehdy, kdyz pro vSechna
z,y € W a vSechna nezaporna a € R plati p(z + y) < p(x) + p(y) a plax) = ap(x).
Dale pfipomeiime, ze W# oznacuje algebraicky duél vektorového prostoru W, tj. prostor
vSech linearnich forem L: W — R definovanych na prostoru W. Obdobné, je-li M C
CC W linearnim podprostorem vektorového prostoru W, potom M7 oznacuje prostor
vsech linearnich forem [: M — R definovanych na M. Nerovnost | < p na M resp. L <p
na W znamend, ze [(z) < p(x) resp. L(x) < p(x) pro vSechna = € M resp. z € W.

Hahn-Banachova véta (algebraicka verze). Necht M je podprostor realného vek-
torového prostoru W, na kterém je ddn sublinedrni funkciondl p: W — R. Potom kaZdou
linedrni formu | € M#* spliugici | < p na M lze rozsiFit na linedrni formu L € W#
takovou, Ze L=1na M a L <p naW.

Protipriklad

Jak jiz vime, klasickd Hahn-Banachova véta se vyslovuje v rdmci vektorového prostoru
nad télesem realnych ¢isel. Znamé dikazy této véty, viz napf. [1] a [3, str. 6-7], vyuzivaji
faktu, ze téleso realnych cisel je uplné, coz znamena, ze kazda omezena mnozina realnych
¢isel ma supremum a infimum. Zajima nas, zda Hahn-Banachovu vétu lze dokéazat i bez
pouziti tohoto predpokladu, coz by znamenalo, ze tvrzeni Hahn-Banachovy véty by bylo
platné i v ramci vektorového prostoru nad linearné usporadanym télesem, které neni aplné,
tj. lisi se od télesa realnych ¢isel. Nasledujici protipfiklad (viz [4]) ukéze, Ze to neni mozné.

ProtipFiklad. Uvazujme dvoudimenzionalni vektorovy prostor W = Q? nad télesem
racionalnich ¢isel Q.

Nalezneme podprostor M CC W, sublinearni zobrazeni p: Q> — Q a linearni zo-
brazeni [: M — Q takové, ze | < p na M, které nebude mozné rozsitit na L: W — Q



spliujici L =1l na M a L < pna W.

Za podprostor M zvolime osu z, tj. primku M = { [z,y] € Q?:y=0 } Linearni zo-
brazeni [ zvolime nulové, tedy I(z,0) = 0 pro v8echna racionalni z. Zbyva uréit sublinedrni
zobrazeni p. Zobrazeni p je tfeba urcit tak, aby na ose x bylo nezaporné. Diky pozitivni
homogenité — chceme, aby platilo p(x,y) = yp(x/y, 1) pro vSechna kladn4 racionalni y a
aby p(z,y) = —yp(—xz/y, —1) pro v8echna zaporné racionalni y — staéi, abychom hodnoty
zobrazeni p urdili na piimkach y =0,y =1ay = —1.

Pro z € Q polozime p(z,0) = |z| resp. p(z,1) = f(z) a p(x,—1) = g(x), kde f(z) a
g(z) jsou vhodné funkce, které zavedeme pozdéji, tedy

yf(%), jestlize y > 0,
p(x,y) =< |zl jestlize y = 0,
—yg(—%), jestlize y < 0,

pro vsechna =,y € Q.
Nyni uvazujeme iracionalni ¢islo, napifklad v/2. Nechf {p,} a {g,} jsou posloupnosti
kladnych racionalnich &sel takové, ze p, 7 V2 a ¢, \, V2. Mizeme piedpokladat, ze

q1 — 42
P1— P2

-1<

dn — 4n+1 < Gn+1 — dn42
Pn — Pn+1 Prnt1 — Pni2
pro kazdé n. Poznamenejme, Ze
Gn — 4n+1
Pn — Pnt1

je smérnice usecky spojujici body [pn, ¢n] & [Prns1, ¢us1].- Nyni zavedeme funkei f:

—r—pmtaq pro kazdé racionalni x < py,

f(z) = dn = i, +qn — Mpn pro kazdé raciondlni = € (p,, pni1),
Pn — Pn+1 Pn — Pn+1
x pro kazdé racionalni z > /2.

Necht {p,} a {¢,} jsou nyni jiné posloupnosti zdpornych racionalnich éisel takové, zZe
Pe S —V2 a g, \y —V/2 a spliuji vise uvedené nerovnosti. Zavedeme funkeci g:

—r—pmtaq pro kazdé racionalni z < py,

g(z) = dn = i, +qn — Mpn pro kazdé raciondlni « € (pp, pni1),
Pn — Pn+1 Pn — Pn+1
T pro kazdé racionalni x > —V2.

Z faktu, ze funkce f a g jsou konvexni, dostavame, ze zobrazeni p je sublinearni. Navic
p spliuje predpoklad Hahn-Banachovy véty, ze | < p na M.

Zobrazeni [ je definovano na ose z, tedy je zndma jeho hodnota v bodé (resp. vektoru)
[1,0]. Pro rozsiieni na prostor Q? staci ur¢it hodnotu v jiném linedrné nezavislém bods,
napf. [0, 1]. Jak by tedy rozsifené zobrazeni L mélo vypadat, aby platilo L < p na W?

_ Vyuzijeme druhou ¢éast diikazu algebraické Hahn-Banachovy véty [1, véta 2.16]. Polozime
M =Lin(M U{[0,1]}) = {z+ A[0,1] : 2 € M, A € Q} = Q2. Jelikoz L ma byt linearni
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forma a mé spliovat L = [ na M, dostavame, ze L(z + A0,1]) = I(z) + AL([0,1]).
Potiebujeme, aby I(z) + AL([0,1]) = AL([0,1]) < p(z + A[0,1]) pro kazdé z € M a
A e Q.
Zvolme A € Q. VySettime t¥i mozné pripady:
1. A = 0. Potfebujeme tedy, aby 0 < p(z) pro kazdé x € M. Tak ovSem bylo sublinearni
zobrazeni p zavedeno. Pozadovana nerovnost je tudiz splnéna.

2. A > 0. Potfebujeme tedy, aby L([0,1]) < (1/A)p(z + A[0,1]) = p(z/A + [0,1]) pro
kazdé x € M a A € Q. Ekvivalentné potiebujeme, aby L([O 1]) < p(x + [0 ,1]) pro
kazdé x € M, neboli L([0,1]) < infyeqp([z,0]+ [0,1]) = inf,eqp([z,1]), protoze
kazdy bod podprostoru M je tvaru [z, 0], kde z € Q. Oviem p([z, 1]) = f(z), tudiz
L([0,1]) <infeeq f(z) = V2.

3. A < 0. Potiebujeme tedy, aby L([0,1]) > (1/A)p(z + A[0,1]) = —p(—=z/X — [0,1])
pro kazdé x € M a A € Q. Ekvivalentné potfebujeme, aby L([O, 1]) > p(m — [0, 1])
pro kazdé @ € M, neboli L([0,1]) > sup,cqp([z, —1]) = sup,eq 9(z) = V2.

Z bodu 2. a 3. dostavame, ze L([0,1]) < v/2 a zaroveit L([0,1]) > v/2, tedy L([0,1]) =
2, coz ale neni mozné. To znamend, Ze linedrni zobrazeni [ neni mozné rozsirit na L
tak, aby platilo L = [ na M a L < p na Q.

Zobecnéni pomoci Daxovy véty

Dosud jsme se vénovali Hahn-Banachové vété ve vektorovém prostoru nad télesem
redlnych cisel. V této ¢asti se budeme zabyvat formulaci Hahn-Banachovy véty ve vek-
torovém prostoru nad obecnym télesem F. Jak jsme jiz zminili, budeme uvazovat specialni
tvar sublinedrniho zobrazeni. Zvolime takovy tvar, ktery vystupuje v Daxové vété (viz [5]
a [6]). Zde uvedeme jeji zobecnéni, a to bez dikazu. Necht W a V' jsou vektorové prostory
nad linearné usporadanym télesem F, kde V' je navic linearné usporadany. Dale budeme
pouzivat nasledujici oznaceni: pro libovolny vektor © € V' zavedeme zobrazeni tu: F — V
tak, Ze pro kazdé A € F polozime tu(\) = A * u, kde symbol x zna¢i skalarni nasobeni
na vektorovém prostoru V. Symbolem = oznac¢ime usporadani na vektorovém prostoru V.

Daxova véta. Necht W a V' jsou vektorové prostory nad linedrné usporadanym téle-
sem F, kde V' je navic linedrné usporddany. Ddle necht L: W — V je linedrni zobrazent,

Biy.ooyBn: W — F jsou linedrni formy a wy,...,w, € V jsou nezaporné vektory resp.
vdhy. Pak pro kaZdé x € W plati, Ze L(x) =2 wwy|frz| + tws|Baz| + - -+ + 1w, |Buz|, pravé
tehdy, kdyz existugi vektory vy, va, ..., v, € V takove, Ze —w; 2 v; Jw; proj=1,...,n,

a pro kazdé x € W plati, Ze v(x) = v 12 + wwogfox + -+ + v, fpx.
Nyni mizeme formulovat nasledujici zobecnéni Hahn-Banachovy véty.

Hahn-Banachova véta, zobecnéna. Necht W je vektorovy prostor nad linedrné
usporadanym telesem F, M CC W je linedrni podprostor prostoru W, V' je linedrné us-
pordadany vektorovy prostor nad télesem F. Ddle necht By, ...,B,: W — F jsou linedrni
formy, wy,...,w, €V nezdporné vektory resp. vahy, p: W — V' je sublinedrni zobrazeni
na vektorovém prostoru W ve specidlnim tvaru p(x) = wwq|f1x| + tws|Box| 4. . .+ 1wy, | Buz|
a | linearni zobrazeni na M spliujici | = p na M. Potom existuje linedrni zobrazeni L €
eW?# tak, e L=1naM a L <pnaW.



Dukaz. Necht f51,...,0,: M — F jsou linearni formy, které jsou ztzenim linearnich
forem f,..., 3, na podprostor M CC W, tj. pro kazdé x € W plati Bjz = B;z, kde
j=1,...,n. Vime, Ze [ je linedrni a | < p na M, tedy pro kazdé x € M plati, ze I(z) =
=< p(x) = ww|Byz|+1we| Bhx|+- - 1w, | Bl x|, coz podle Daxovy véty (ziZené na podprostor
M prostoru W) implikuje existenci vy, vs,...,v, € V takovych, ze —w; < v; = w; pro
j=1,...,n apro viechna x € M plati, ze l[(x) = w181z + tvaf5x + - - - + v, Bl x.

Nyni zobrazeni L: W — V zavedeme tak, Ze pro kazdé x € W polozime L(z) =
= 101012 + Lo Box + - - - + 1v, Brx. Z Daxovy véty dostavame, ze pro kazdé x z vektorového
prostoru W plati nerovnost L(x) = wwy|fix| + wwe|faz| + - -+ + twy|Bnz| = p(x). Tedy
l = L na M (jelikoz 3} je ztizenim 3; na M pro kazdé j =1,...,n) a L < pna W. [ |

Zavér

Ukéazali jsme, Ze pro konkrétni volbu sublinearniho zobrazeni je zobecnéni Hahn-
Banachovy véty mozné. Je tedy na snadé uvazovat i o dalsich moznostech zobecnéni,
nejen pomoci Daxovy véty, které jsme ukazali v tomto ¢lanku. Aplikace téchto zobecnéni
mohou byt velice zajimavé, konkrétné u Daxovy véty vime, ze je diilezitou soucasti teorie
aproximace. Tim se nadm otevira novy prostor nahlizeni na tlohy, které teorie aproximace
resi. Mlzeme zacit uvazovat o jejich zobecnéni a nachazet tak nové moznosti jejich vyuziti
a uplatnéni.
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Abstact

The Hahn-Banach Theorem is usually formulated in the context of a vector space over
the field of real numbers. By the means of a counterexample, we show that, in the context
of a vector space over an incomplete field (for example the field of rational numbers), the
claim of the Hahn-Banach Theorem can not hold true in general. Our goal is to show
that if the sublinear map, which appears in the Hahn-Banach theorem, is of a special
form, then the claim can be proved in a more general context of two vector spaces over
an arbitrary linearly ordered field, where one of those spaces is also linerly ordered.



