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Abstrakt

V této praci studujeme symetrie singularnich Lagrangiant s vyuzitim rovnice Noetherové
a symetrie odpovidajicich Eulerovych-Lagrangeovych rovnic s vyuzitim rovnice Noetherové-
Bessel-Hagenovy. Obecné je zndmo, Zze vregularnim piipad¢ tvoii obvykle grupa
transformaci Euklidovu grupu a odpovidajici zakony zachovani jsou zakony zachovani
Hamiltonianu pfi translaci a zdkon zachovani hybnosti pii rotaci. V piipad¢ singularnich
Lagrangianu je dynamika systému slozita, ale teorie symetrii (teorém Noetherové) umoziiuje
fesit problém hledani symetrii stejné jako v regularnim ptipade.
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Uvod
V piipadé singularnich Lagrangeovych systémi miize byt teorie symetrii aplikovana podobné
jako v ptipad¢ regularnich Lagrangeovych systémd.

Rovnice Noetherové ma fundamentalni vyznam pro teoretickou fyziku a miize byt vyuzita
k efektivnimu feseni nasledujicich problémii:

1) Je-li dan Lagrangian, slouzi k nalezeni vSech bodovych symetrii a odpovidajicich
prvnich integrali. V tomto piipadé tedy rovnice Noetherové piedstavuje parcialni
diferencidlni rovnici pro slozky symetrii Lagrangianu L a s jeji pomoci urcime
vSechna vektorova pole, vii¢i nimz je Lagrangian invariantni.

2) Je-li dan systém k - projektabilnich vektorovych poli na Y , pfedstavuje rovnice
Noetherové systém k parcidlnich diferencidlnich rovnic pro Lagrangian L, s jeji
pomoci se tedy ur¢i vSechny Lagrangidny invariantni vzhledem k zadanym
transformacim.

Uvazujme singularni Lagrangian studovany fyziky v préci [3] ve tvaru:
L=4'¢-q4’¢ +q'q’. (1)

Ur¢ime symetrie tohoto Lagrangianu, vyjdeme tedy zrovnice Noetherové ve fibrovanych
soufadnicich:
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Po dosazeni a ptisluSnych derivacich dostavame:
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Jelikoz &, =&,(t)a £° =£°(t,q",q",q" ), mizeme uvedenou rovnici zapsat ve tvaru:
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Z této rovnice dostavame systém parcidlnich diferencidlnich rovnic, které predstavuji
podminky na jednotlivé komponenty vektorového pole &. Upravou téchto rovnic dostavame

nasledujici ti1 parcialni diferencialni rovnice:
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pricemz z piedchozich rovnic jsme ziskali podminky na komponenty vektorového pole &:
§ =5, §=5(tq)E =5(tq.9".¢")a & =5(q").
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piicemz vime, ze &' =£'(t,q') a & =E&°(¢’). Muzeme tedy ¢leny tohoto vyrazu oznadit:
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nebot’ vime, ze £° je funkci pouze ¢ a to pouze funkci linearni, coz vyplyva z podminek pro
jednotlivé komponenty vektorového pole £. Nyni zderivujeme (4) podle proménné ¢':
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a dosadime do rovnice (3a):
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Z této rovnice vyplyva, ze &, = C, a také, ze A(¢) = 0. Po dosazeni do vztahu (4) dostavame,

7e &' =—q' - a a dosazenim do rovnice (3c):
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z ¢ehoz dostavame, Ze b =0 a tedy dostavame vyjadfeni pro komponentu &° vektorového

pole £ ve tvaru: £’ = q-¢°. Nakonec z rovnice (3b) vyjadiime a dopo¢itame &°:
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Dosadime-li zpét do parcidlnich diferencidlnich rovnic (3), zjistime, ze jsou tyto rovnice
splnény, tedy nedostdvame jiz zadnou dal$i podminku a symetrie dan¢ho Lagrangianu maji
tvar:
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Noetherovské symetrie tedy tvoii dvouparametrickou grupu s parametry C, a a.
Nyni ur¢ime odpovidajici zakony zachovani. F' =i.0,, kde

0, =lg'q’ -4'*)dt +¢*dg" +(g' - ¢* )dg’.
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Pro &asovou translaci generovanou vektorovym polem a—dostavame: F= (qlq3 -4'q’ )= -H,
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kde H je Hamiltonian. Pro prostorovou translaci generovanou vektorovym polem
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, dostavame:
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coz je vysledek shodujici se se zavéry uvedenymi v [1].

Nyni urime symetrie odpovidajici Eulerovy-Lagrangeovy formy. Vyjdeme zrovnice
Noetherové-Bessel-Hagenovy, kterd ma ve fibrovanych soutfadnicich nasledujici tvar:
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pri¢emz v nasem piipadé:
E1=q3_q3 E2=_q3 E3=ql+q2_ql-

Rozepiseme rovnice pro dané Eulerovy—Lagrangeovy vyrazy, provedeme piislusné parcialni
derivace 1-forem E; a jelikoZ vime, Ze
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dostavame nasledujici tii parcialni diferencialni rovnice:
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Z uvedenych rovnic dostavame také systémy parcialnich diferencidlnich rovnic, které feSime
analogickym zptisobem jako v piipad¢ hledani symetrii Lagrangianu a po mnoha vypoctech
dostavame vyjadreni jednotlivych komponent vektorového pole &, které ma tvar:
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kde C,,C,,C,, k, ak, jsou konstanty a b(q’) je funkce zavisla pouze na proménné ¢°.

Vidime tedy, Ze Notherovské symetrie tvofi podmnozinu grupy symetrii ziskanych z rovnice
Notherové-Bessel-Hagenovy.

Vysledky a zavér

V této praci jsme korektnim zplisobem nalezli vSechny bodové symetrie daného systému
rovnic. Tohoto vysledku v [1] nebylo dosazeno, protoze metoda, ktera byla autory v ¢lanku
pouzita, dokazala nalézt pouze odpovidajici Noetherovské symetrie, které jsou pouze malou
podmnozinou tplného feSeni problému.
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Abstract

In this paper the symmetry of singular Lagrangians by using the Noether's equation and the
symmetry of corresponding Euler-Lagrange equations by using the Noether-Bessel-Hagen
equation are studied. The dynamics of singular Lagrangians is difficult but the theory of
symmetries (Noether’s theorem) allows to solve the problem of finding symmetries as well as
in the regular case.



